1 Variac¢ni pocet

Trocha terminologie: jako jsme zobrazeni z R, C a pozd&ji R? (nebo jejich pod-
mnozin) s hodnotami v R nebo C nazyvali funkce (realné ¢ komplexni), zobra-
zeni z Banachovych prostort (pfipadné jejich podmnozin) s hodnotami v R nebo
C nazyvame funkcionaly. Pozdéji pak budeme zobrazani mezi Banachovymi
prostory nazyvat operatory.

Pro funkcionély s hodnotami v R mizeme definovat lokalni i globalni extrémy
(volné, nebo vzhledem k mnoZing) analogicky jako u funkci.

1.1 Derivovani v Banachovych prostorech a jeho aplikace

Definice 1. Necht X je normovany linedrni prostor, F : X O Dp — R funkci-
ondl, a € Dy, h € X\ {0}. Potom definujeme Gdteauzxovu derivaci F v bodé
a ve sméru h jako

Dy F(a) = lim F(a+th)— F(a)
t—0 t
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pokud limita napravo existuje vlastni.

Spojity linedrni funkciondl L : X — R budeme nazjvat Gdteaurovou de-
rivaci F v bod¢ a pokud DpF(a) existuje pro vSechna h € X \ {0} a plati
L(h) = DpF(a), h € X \ {0}.

Spojityj linedrni funkciondl L : X — R budeme nazijvat Fréchetovou deri-
vact F' v bodé a pokud

lim F(a+h) — F(a) — L(h)

h—0 |h| =0

Gdteauzovy a Fréchetovy derivace vyssich Tddi definujeme induktioné.

Piiklady. 1. Pro funkciondl ® : C(]0,1]) — R definovany jako ®(f) = f(0)
plati D ®(f) = h(0) = ®(h).
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2. Pro funkciondl ® : C([0,1]) — R definovany jako ®(f) = / f plati
0
1
Dp® = h=®(h).
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3. Pro funkciondl ® : C([0,1]) — R definovang jako ®(f) = (f(0))? plati
Du8(f) = 2/ (0)h(0).
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4. Pro funkciondl ® : C(]0,1]) — R definovany jako ®(f) = / f? plati
0

1
Dy®(f) = /0 2fh.



5. Obecné, pro funkciondl ® : C([0,1]) — R ve tvaru ®(f) = fol G(f), kde
G € C'([0,1]) plati

1 1
Dyd(f) = / G(F)h, Dund(f) = / G ().

Definice 2 (stacionarni bod). Necht X je normovanyj linedrni prostor, F' : X D
Dr — R funkciondl. Bod a € Dy nazveme staciondrnim (nebo kritickym)
bodem F, pokud DpF(a) =0 pro kaZdé h € X \ {0}.

Poznamky a priiklady. 1. (Eulerova nutnd podminka) Necht X je normo-
vang linedrni prostor, F : X D Dp — R funkciondl a F md v a € Dg lo-
kdlni extrém. Pokud pro h € X\ {0} exsituje Dy, F(a), potom Dy F(a) = 0.

2. (Lagrangeova nutnd podminka pro extrém) Necht X je normovanyg linedrni
prostor, F : X D Dp — R funkciondl a F md v a € Dp lokdlni minimum.
Pokud pro h € X \ {0} exsituje D3, , F(a), potom Dj, ,, F(a) > 0.

3. (Lagrangeova postacujici podminka pro extrém) Necht X je normovany
linedrni prostor, F : X D Dp — R funkciondl a a € Dp je staciondrnim
bodem F. Pokud ezistuje U okoli a, Ze pro kaZdé h € X \ {0}a x € U
existugje D,Ql,hF(:c) a plati D%,hF(x) > 0, potom md F a bodé a lokdlni
mInimum.



